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Konvergence tad
- nejprve jednoduché priklady:

1. Z, / - neni splnéna nutnd podminka konverg. lima, =0.

+o0
n
2. ) (1) /—— - totéz.
o n+1
24-x

2+sinn\m
3. Z( _ ) - pomoci odmocninového kritéria, fce f(r)=-—— méa maximum
3+sinn 3+

v bodé x=1 (zderivovanim) - konverguje.

14cosn

4. Rozhodnéte o konvergenci rady Z( ) Pokud rada konverguje, odhad-

2+cosn
+<>o 9\ n

néte shora jeji soucet. - stejn€, soucet §Z<§> =3.
n=0

1+cosn\n-Inn ) .
5. Rozhodnéte o konvergenci fady Z <7) . - opét odmocnin. kriteriem,
24-cosn
fada konverguje.
+oo
6. Rozhodnéte o konvergenci resp. absolutni konvergenci fady Zsin (mvn?+41) - jde
n=0

o fadu se stiid. znaménky (vypoctéte sin(mv/n2+1—mn) podle souct. vzorce). Posloup-
nost je monoténni, limita je nula, podle Leibnize konverguje. Absolutni konvergence:

|sin (mv/n2+1)|=|(—1)"sin (mv/n2+1—mn)|, fada diverguje.
+oo
7. Zcotg (mv/n2+1) - vyuz. cotg(mvn?+1) = cotg (mv/n?+1—mn) - neni splnéna

nutna podminka konvergence
+00

2™"n)

8. Rozhodnéte o konvergenci resp. absolutni konvergenci rady Z( —1)" - Tada

n=1
absolutné konverguje. Podilovym kritériem vyjde 2/e<1.
+oo
. : , . n—3\"
9. Rozhodnéte o konvergenci resp. absolutni konvergenci rady Z(—l)” <—> -
— n+2

neni splnéna nutnd podminka konvergence, fada diverguje.
1)
10. Z(—l)”i) - rozdélime na 2 fady, prvni konverguje (dovedeme vypocitat
n

dokonce souéet) druha je harm. fada - diverguje.

( 1)n +n+1

m - jedna se o fadu se zapornymi ¢leny, fada diverguje (srov.

krlterlem) :



+00o (_1)n2+n+1
12. 27 - jako v predch. prikladé, rada diverguje.
~ Inn
+o0
13. Z - integralnim kritériem - fada diverguje.
—~ nlnn
+o0 1
14. Zglnn - plati 2" =n!m2_ fada konverguje.

n=1

+oo
15. Rozhodnéte o konvergenci resp. absolutni konvergenci rady Z#, kde
— n(l4z)"
x € R - odmocninovym kritériem dostaneme, 7Ze fada konverguje pro (—oo,—2)U(0,+00).
Pro z = —1 zadani nema smysl, pro z = —2 dovedeme vypo¢citat dokonce soucet (fada
konverguje), pro =0 fada diverguje (jde o harmon. fadu), pro z € (—2,0)—{—1} fada
diverguje, nebot neni splii. nutnd podm. konvergence.

,, 1,001"
16. Z — 100 - neni splnéna nutnd podminka konvergence, fada diverguje.
nb

Konvergence tad - hezéi priklady

+00
1
Rozhodnéte o konvergenci rady Z(l—cos —>n3 - diverguje, neni splnéna nutn.
n
n=1
podm. konverg.:
1
lim (1—005 —)n3 = +00.
n—-4oo n
+o0 n—1
v . n s .
Rozhodnéte o konvergenci rady Z ET cauchyov. kritériem lim {/a,, =
“(2n2+4+n+1)"%
. 2
=lim =—<1 - fada konv.

\/_\/2n2+n+1 v/ \/2n2+n+ 2
2

Rozhodnéte o konvergenci rady Z% - podil. kritériem

n=1 <2+—
n
9 L) on (1 '
Apy1 < +E> T ( +2n> 1ve 1
1 =1 7 =lim =5 —~==5<lI
o T \n+ ] 1 g e 2
<2_|_—) 2n+ <1+ )
n+1 2(n+1)
- fada konverguje.
~ sin? (ko)
Rozhodnéte o konvergenci fady anH 1+ 2%+ cos?(ka)

n=1

- pro x=0 konverguje. Pro 70 pouz. podﬂ. krit. v nelim. tv.:
ans1  (n+1D)asin?((n+1)a) n+l 1
an  nz(l+a2+cos?((n+)a) = n 1422

2

I




Ap+1

- je ziejmé, ze diky faktu 2 < 1 plati, ze pro n > vhodné ng je <gq,kde g<1 -
X n
fada konverguje pro kazdé x #0.
n? 1
Rozhodnéte o k i fad —(”—)kd > 0.
ozhodnéte o konvergenci ta y;m x —|—$n , kde x
, . . Qppq . 1 xn+l , .
- podil. krit: lim =lim . a to se da zapsat jednak ve tvaru
AT )
i .
xn
1
Jim —— P kterého je zfejmé, e fada k i e (0,1) (i
im . , z kterého je ziejmé, Ze fada konverguje pro x , im =
NN je ziej guje p
Tz p2ntl

1 x2n+2+ 1

\/n——H.x2"+1+x

r€{1,4+00) (lim =0). Rada tedy konv. pro kazdé z.

=0), a jednak ve tvaru lim , Zz kterého je ziejmé, ze fada konverguje pro

+oo (n+1)|n
Rozhodnéte o konvergenci rady z:lm
n—= ﬁ/_/
. . 2\ 2)!
- pomoci podil. krit. lim Cbazl =lim (n—z27)1—i§72l;'_ ) )
N——————
b,
by 3\n 3)*
hm,**:hm("+ ) (37 <y
b, n+2/ 2(2n+3)(n+2) 4

= limb, = 0 = fada konverguje. (Zopak. pfipadné ukazte podilové kritérium pro

bn,
vypocteni limity posloupnosti - je-li (b,) posloupnost kladnych ¢isel a lim 1

=q <1,
n
pak limb,, =0 (dtkaz: (b,) je od jistého ng klesajici = mé kone¢nou nezédpornou limitu, a
b, limb
b, lim b,
Ukazte, Ze nelze v podilovém ani v odmocninovém kritériu zaménit podminku 3 ¢ <

Qp, s Qn
1V n—2t <gresp. 3 g<1V ni/a,<q zapodminku V n—"2 <1 resp. V n/a, <1.

n an

ta nemiize byt nenulova, jinak by podle véty o limité podilu lim

+001

Protipriklad: harmonicka rada E —.
n
n=1

2 (V2 (1))

Rozhodnéte o konvergenci rady Z an

n=1
G,

- vyuz. odmoc. krit. v nelim. tv.

(V24 (1)) o V2
3 = 3

rotoze <1, je zfejmé, ze od jistého

n/an —

ng bude /a, < q<1, takze fada konverguje.

3



+00 2 (77,_7T>
COSs 3

on - pomoci odmoc. krit. v nelim. tvaru

Rozhodnéte o konvergenci rady

n=1

1
Va, < 5" fada konverguje.

+oc0
Rozhodnéte o konvergenci rady Z\/njta—\“/ n2+n+b, kde a,beR.

n=1
- vhodné rozsifime - fada ma stejny charakter jako fada (ny voleno tak velké, aby

+o00
2a—1 2D
ve jmen. piipadné nevznikla nula) Z (2a=D)n+a

3
n=no Z V/(n+a)?* ¢/ (n2+n+b)3-*
k=0

- je zfejmé (srovn.

+o00

1 1
fada konv. V b (nebot ma stejny char. jako fada 2—3), pro a# —
— n2 2

N

krit.), Ze pro a=

+00
1
fada div. (nebot ma stejny char. jako fada Z \/,
+o0

—1
Rozhodnéte o konvergenci rady E (vn+1—y/n)’ln n—H, peR.
n
n=1

1 -1 2
- vidime, ze (v/n+1—+/n)? ,se chovd“ pro n — +oo jako —, Ay Y (1——)

na n+1 n+1
+00
1 1 ,
jako —, takze srovname s fadou Z 77 Ktera konv. < p>0. Je
n - 1 2
-1
(\/ 77/+ \/_)phl ? 1
lim i =% eR—{0},
n§+1
takze i puv. fada konv. < p>0.
Rozhodnéte o konvergenci fad
X2 X3! X el
nn nn Z nn’
n=1 n=1 n=1
<Xt X pn X
ZQ"n!’ ZB"n!’ Ze”n!'
n=1 n=1 n=1
a 2
- prvni dvé jdou lehce pomoci podilového kritéria. U prvni vyjde lim 2t — 2 konver-

an, e
3
guje, druhéa — - diverguje. Tteti diverguje, na coz stac¢i podilové kritérium v nelimitnim
e
Ant1 - €
= T
" ()
n

U druhé trojice je vSe podobné (prvni fada diverguje, druh& konverguje), ale u

1V n.

tvaru(!):

4



vysetfeni posledni fady podilové kritérium selze, nebot ntl
an, e
tfeba pouzit Raabeovo kritérium:
1\"
Gt n<6—<1+—> )
lim n(l— nt ): lim n =
n——4oo Ay, n—-4oo e
n 1 1
(1) | ()1 (55)
I n n 1 n?
e (1 —) o 14—
S 8 e -
n n?
1 ( 1) 1
wel- L I e
= lim n/_ ntl_ lim n =
n2 nd
1 N 1 -1
n(n+1) (n+1)2 . n(n+1)?2 1
= l - h :_<17
n—-+o0o —2 n—-4oo —2
n3 n3
rada diverguje.
“+oo
Rozhodnéte o konvergenci rady Z\/Q Un, A1 =2, Gni1=1/24ay,

n= 1
bn
- vime ze ZS (pfipadné rychle znovuodvodime), Ze lima, =2 (je to logické, jinak by
nebyla ani splnéna nutna podminka pro konverg. fady). Déle podil. krit.

VI an) (242 )

n+1 2 anJrl 2 V2+an 2
\/ (2—a,)(2+v2+ay,)

1 _
\/Hn 22t 4
“+oo

takze rada konverguje.

Lze nalézt posloupnost (g,,) tak, ze liril e, =0 a pfitom fada
n—-+00
n=1

1e?
e konverguje?

+oo
1
Vime, Ze napt 272 konverguje (lehce se ukaze integralnim kritériem). Je
nln

79827 = 2 takze n'8»m°n) =12y tj. volime &, = log,,(In?n) (az na piipad n = 1, kde

dame £ =cokoliv). Pak je skutecné liIJrrl €, =0, nebot
n—-+0oo

In (In 277,) 2lnlnn o

lim &,= lim
n—+oco Inn Inn

n—-+4oo
2
Rozhodnéte o konvergenci fady +aEa+ )) b+ ))(( :2 C)) +..., kde a,b,c > 0 - pomoci
c

/\

Gaussova kritéria:



a”+1:Z+nC: _bb—a :1_bc i | _c _bc _
an, +nc +nc °in n n °in
c c
b—a b(b—a)
— b
cl—-+c
n n

b— b— -
takze A=1, u= —a, konverguje pro e 1, diverguje pro v <1
c c c

Pokud zbude cas, ve skriptech je samoziejmé spousta dalsich vhodnych prikladi na

konvergenci.



