Cviceni MAB2 LS 2007/08 — 1. a 2. tyden 20080220

Protoze na prvnim cviceni obvykle neni co cvicit, mizete ,opakovat® ze ZS, napf.:

Lagrangeova véta o piiristku funkce: f spojitd na (a,b), f’ existuje na (a,b). Pak
3 ce(ab): 1) f(@)= () (b—a).

e Necht f je diferencovatelnd na R, f(6) = —2 a f'(z) = 10. Jaka je nejvétsi mozna
hodnota pro f(15)7

F(15) = f(6)+f'(c)(15—6) = f(15) < —2+90 =88

e Dokazte, Ze polynom p(z)=x>+32+1 m4 jen jeden redlny koien.

Ndvod. Je p'(z) = 3(22+1) > 0, takZe p ma nejvyse jeden koten, nebot kdyby mél
dva, podle véty o prirtstku funkce by nékde mezi nimi musela byt p'(z) = 0. Protoze
napf. p(0)=1 a p(—1)=-3 a p je spojitd, p mé pravé 1 redlny koten.

1
e Funkce spliuje f'(x)= P2 @ f(0)=2. Odhadnéte f(1)=?
—z
1 1
Ndvod. Pro 0<z <1 je 4<b5—a%<5, takze g<f’(x)<1, no a

11 9
FO)=FO)=(1-0)= S < f1) <
e Dokazte pomoci véty o prirtistku funkce tyto nerovnosti:
a) |sina—sinb| < |a—b| pro a,b€R,
b) |arctga—arctgb| =< |a—b| pro a,beR,
—b —b
c) GT<IH%<GT pro 0<b<a.
Navod. Je

sina—sinb=cosc(a—b), c€ (a,b) = |sina—sinb| < |a—b|
apod.
Hezci, ne tak primitivni piiklady:
e Necht diferencovatelna f: (a,b) — (a,b) spliiuje pro vSechna x#vy
|f (@)= f(y)| <]z—yl.
Mizeme z toho vydedukovat, ze existuje M <1 tak, ze pro vSechna z,y plati
|f(2)=fy)| = M]z—y|?
Ndvod. Nemtzeme. Uvazme protiptiklad f(z)=sinx, kterd mapuje (0,1) — (0,1). Podle
véty o pririistku funkce je
sinz—siny=cosc(x—y), c€(0,1),
takze skutecné
|sinz—siny| <|r—y| ¥V z#y.
Pokud by ale existovala M < 1 takovd, ze [sinz—siny| £ M|z—y|, pak by |cosc| < M.
Nyni staci vzit =0 a y — 0+. Pak ¢— 0+ a dostaneme 1< M — spor.

e Definujme posloupnost (z,) rekurentné takto: xo =1, x,,1 = o Vypoctéme
In
lim x,,.
1
Ndvod. Je ziejmé (dokdzeme indukci), ze 0 < z,, < 3 Rovnice x = o mé kofeny
x

—1++/2, z toho kofen v2—1€ (0,%), takze to je jediny kandidat na limitu.
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7 tabulky

] 1 3 7 17
0 s 41 3, 2 7a 3 177 4 41

vidime, ze posloupnost (x,) neni monoténni, coz, jak vime, je postacujici podminka pro
existenci limity (kterou ted nelze pouZit). To nevadi, poradime si jinak:

Oznacme f(x)zﬂ%. Pak f’(x):—ﬁ. Navic je
@)= < na (0,1)
= o Sy )

Tedy podle véty o prirtistku funkce je

e = (VE=D)] = f (@) = F(VE-1)| € e~ (V2= 1)),
odkud dostaneme
20— (VE-D)| € Ll (VE-DI £ (5) T~ (VE-D| £ £ () T~ (vE-D)| =
n+1 :4$n =\ LTp—1 =-=\3 T =
1\74
=(3) [3-v2| 0.
takze skuteéné limz,, =v/2—1.

Cauchyova véta o prirastku funkce. Bud f, ¢ spojité na (a,b). Necht existuji kone¢né

r L . f’(c)_f(b)—f(a)
I, ¢’ na (a,b), necht ¢’#0 na (a,b). Pak 3 c€ (a,b): 70 g =g(a)

e Rozhodnéte o platnosti tvrzeni: Necht f, ¢ jsou spojité na (a,b). Pak nastéva
alespon jedna z nasledujicich situaci:
7€) [0 ~a),
g€ g)—g(a)’

2. alespon jedna z funkei f, g nemd na (a,b) spojitou derivaci;

3. g(a)=g(b).

Své rozhodnuti zdivodnéte.

Ndvod. Uvedené tvrzeni neplati. Prozkoumejme podrobné predpoklady Cauchyovy
véty o prirtistku funkce: zde je predpoklad nenulové derivace ¢’ na (a,b). Tento pFedpok-
lad je podstatny. Uvazme napiiklad dvojici funkci f(z) = 2 a g(z) = 2% na intervalu
(a,b), kde a=—1+¢, b=1 a £ >0 je dostatecné malé ¢islo. Pak obé& tyto funkce jsou na
(a,b) spojité, obé maji na (a,b) spojitou derivaci, ale ¢’'(0) =0, a tedy neni ¢’ #0 na (a,b).
Dale mame

F1€) 3 fO)-f() _—e+1

1. existuje £ € (a,b) takové, ze

g 27 gb)—g(a) £

Vidime, Ze pro ¢ — 0 je podil obrovsky, proto nemtzZe existovat £ € (a,b) tak,

f(b)—f(a)

o) —gla) Y

aby mu bylo rovno ¢islo ; (volime konkrétné napiiklad ¢ =0,1, potom
Neboli nenastava ani tvrzeni (1), ani (2), ani (3).

Pokud by vam zbylo hodné c¢asu, zopakujte se studenty tabulku zakladnich derivaci
— bude se hodit pfi pocitani neurcitych integrali.
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Primitivni funkece (lze cvi¢it az po prvni prednésce, ta je ve stfedu v 7:30)

Zakladni pravidlo je, Ze primitivni funkci vzdy hleddme ve vSech (maximélnich)
otevienych intervalech, kde existuje, napft.

d d
[ <t el ma {0} ) ame jen [ <o na B (%)

V pisemce u zkousky (**) je povazovan za netplny vysledek (a je za néj podstatné méné
bodi).

Na zacatek néjaké velejednoduché priklady, tieba:

(A [

1422 7

[ 3T 1
c T dx | J(2$+3$)2dx, Jx|x\dx
J er+1
max{1,7?}drz ~ — namalujte obrazek f(z)i F(z), pfipom. vétu o lim. der.

r

V1—sin2zdx nejprve na (0,5), na (§,7) a nakonec na R

tg2xda | Jcotthxdx ,

sin3zsinbzdr ~ — vzoredek sinasin =3 (—cos (a+3)+cos (a—f)).

J

Jednoduché priklady na per partes:

r

Inxdx | JxQexzdx , Jarcsinxdx , Jxarctg xdr .

J



Jednoduché priklady na substituci... upozornéte je na 2 rozdilné substituc¢ni metody a na

to, ze se vzdy snazime pouzit prvni z nich, protoze jeji predpoklady jsou benevolentnéjsi:

. Jf(w(t))so’(t)dt =Jf(w)dx=F(x)=F(so(t)) na (c.d).

o)=r  [plled)Clah) F=f JeR

jf<x>dx =Jf(so(t))so’(t)dt=0(t)=G(90‘1(x)) na (a,b).

z=¢(t)
de=¢'(t)dt  [p((c.d))=(a,b) G'=(fop)y ¢ R #0)
Priklady na prvni metodu:
[ dx dx
23 1 3d $_ J'i
Jromwe, 55 [
tgxdx | Jxex2dx , J dx , J du

er4e" rlnzln (Inzx)

2:

Priklady na druhou metodu:
[ 1 1

dzx, J dz
JvVar—1 x241

1
(pomoci z=tgt, r= p—y pomoci hyperbolickych funkei)
Ccos

Pokud zbyde ¢as, nékteré jednodussi piiklady ze skript (1-153), napf.

[ 1 1
—dux, J dzx, J\/l—xde,
Jsinzx cos T
[ dz Inx\?2 sinx
——5—————du, J( ) dx, J dx, J\/l—xde;
J sin“x+2cos?x x er
sin"xdz, Jcos "rdx — pres rekurentni vzorec.

V dalsich tydnech se budou pocitat dalsi neurcité integraly: integrace racionalnich funkci
(rozklady na parcidlni zlomky, ..), integrace R(e®), kde R je rac.
R(lnx ar+b i s . o )
( ), (z,¢ —i—d)’ x™(a+bx")P, R(sinz,cosx) a ruzné goniometrické substituce,
cx

R(z,v ax?+bz+c) a Eulerovy substituce.

funkce, integrace




