Cviceni MAB2 LS 2007/08 — 4. tyden 20080309

Program: dokonceni zbylych pfikladi na integrovani racionalnich funkci. Zbytek
tydne muzete pocitat napt. tyto priklady
a) na substituci t =e*:

Integrujeme-li JR(@““")dx, kde R je racionalni funkce, mtizeme integral upravit na

R(ex)ex v/ ’ . v_ 7 : z x
———dux a pouzit prvni substituéni metodu se substituci ¢t =e”.
e

Priklady:

dx e’ e’+1
— ——dz, dz;
e*+1 e?*+3 (er—1)(e?*—e?)
Pozn. ve 3. prikladu lze pouzit
t+1 1 2 e+1 e—1
=t + + .
tt—1)(t2—e?) ext (1—e?)(t—1) 2e%(e—1)(t—e) 2e%(e+1)(t+e)

b) na substituci t=Inz:

dx, napft.

R(lnzx)

Touto substituci se daji zfejmé integrovat integraly typu J

J Slnx
x
r(In®zr+1In’z—2)

Pozn.: zde lze vyuzit
5 5t 1 t+1 3

Pr—2 (—1)(P42i42) =1 242042 (+1)P+1

c) goniometrické substituce:

Pro pocitani integralt typu JR(sin z,cos x)dx na intervalu (—m,m) (nebo jeho ¢asti),

kde R je racionalni funkce ve dvou proménnych, existuje substituce druhého druhu z =
x
= tg§ (neboli x = 2arctgz). Touto substituci lze integrél vzdy prevést na integral z

racionalni funkce: .
Z rovnice z:tgg, kde x € (—m,m), dostaneme

sin?Z sin?Z 1—cos?Z
22:tg2§: %: 2$: $2’
2 cos2Z  1—sin?Z cos?—
2 2 2
odkud plyne
. 9T 22
sin”— =
2 1422



9T 1
CcoS“— .
2 1422

Odectenim mame

5L o 1-— 22
cos T = cos?~ —sin’ = = ,
2 2 1422
déle z jednotkové kruznice odvodime pro z € ( ) vztah

< JT=co s 1 22 s S 2|zsgnz 2z
inz= rsgnx = nz= nz= = :
gnr=y 1= (T55) = 1+ & 1422 1422

Z puvodni rovnice z :tg 5 neboli x=2arctg z dostaneme

2
1422
Ptivodni integral je tak pfeveden na integral tvaru

2z 1—22 2
R( , ) dz,
J 142271422/ 1422 :

coz je zcela ziejmé racionalni funkce v proménné z.
Priklad:

J 1+sinz
14+cosx

dox= dz.

t2+2t+1dt_J< 2t

o substituci tg £ =t prejde na
(b SR J t?+1 t2+1

)dt). Prim. funkci nalezneme

na R—{n+2kr|keZ}.
Dalsi priklad:

Jl—i—sinxd
2+cosx

1+4)* 2
Prim. funkce zde existuje na celém R. Po tgZ = t piejde na J( )

3412 1+t2

2—2t 2t , v , oy
= J<3+ 2 + 1+t2>dt' Po dosazeni ¢ = tg3 ovSem musime zespojitovat v bodech

r=m+2km. Skok je %\/gﬂ' Nakonec vyjde

J 1+sinz d
24cosz

5T
tg— 1+tg2= o
2 +In 2 2 +k—= pro x € (—n+2km,n+2km), k€Z

—arctg

2
<\/§

pro x=n+2km, keZ

ﬁ’“ﬁ



Ne vzdy je zapotiebi pouZzivat substituci ¢ = tg3. Pokud je neurcity integral tvaru

JR(Sin z,cosz)dz a funkce R spliiuje

R(u,w)=—R(u,—v)
(tj. je ,licha v kosinu“), pak to znamen4, Ze jde upravit na tvar
R(sinz,cos ) = cos # R(sin x,cos 2z),
kde R je jind rac. funkce, takze mizeme pouzit substituci sinz =t (prvniho druhu).
Pokud plati naopak
R(u,v)=—R(—u,v)

(funkce je ,lichd v sinu“), pak to znamen4, ze jde upravit na

R(sinz,cos ) =sin z R(sin >z cos ),
takze lze pouzit subst. prvniho druhu cosz =t.
Konecné je-li
R(uw)=R(—u,—v),

1
pak to znamend, ze R(u,v)=———R(tgx), takze lze pouzit substituci tgz=t.
cos?x
Témto trem substitucim davame prednost proto, ze vznikne racionalni funkce, ve

které jsou polynomy mensich stupiit nez u subst. t=tg 3.
Priklad:

sin2x—cos 2z

————dx

sin “x+4cos?x

Po substituci tgx =1t vznikne

-1 51 21
(t241)(12+4)  3t2+4 3241

Primitivni funkci lze nalézt na celém R, skok je % v bodech g—l-kﬂ':

J sin?z—cos?z

sin®z+4cos2x
2 5 t
_ < —g(aj—kﬂ)—i-garctgg?:jtlf% pro $€§T—g+kﬂ,g+kﬂ), kEZ'
E+k6 pro x=§+k7r, keZ
Nékteré dalsi priklady:
[ dx J' dx J' dx
J1+4sinx ’ 2+4-coszx I+tgx

Proberte i jednoduché priklady typu

r

sin*zdr = J(l —cos?z)sin zdx |

J



dz sinx sinx
; 4. | ain?2 1, = 2 ;9%
sinzcostr | sin‘zcostx (1—cos?x)cos*z

Jsin 2rcos?adr apod.



