Cviceni MAB2 LS 2007/08 — 5. tyden 20080315

b
Program: Integrovani funkci typu R(w,f/ a:vi—d> a R(x,var?+bx+c) (Eulerovy sub-
cx

stituce).

.Jax+b
cx—i—d)
Pozn.: s > 1 je pfirozené (islo, predpokladejme ad—bc # 0 (aby neslo kratit).
Pouzijeme substitu¢ni metodu druhého druhu s funkci

a) na substituci R(x,

dt*—b
r=—-,
a—ct?
. f A . ar+b .y dt®—b
(funkci vpravo ziskdme FeSenim rovnice ¢ = ¢ ). Za defini¢éni obor funkce
cr+d a—ct?

volime pokud mozZno takovy otevieny interval (resp. sjednoceni otevienych intervali),

aby byly splnény predpoklady véty o substituci a pritom jeji obor hodnot pokud mozno

pokryval maximalni otevieny interval resp. sjednoceni otevienych intervalil, na kterém

je definovan integrand (abychom primitivni funkci spoéitali vSude, kde je to mozné).
Priklady:

1 /z—1
JE \ 2—xdx

- zde je def. obor integrandu (1,2), takze integrujeme na (1,2), substituce je

21241
2T e(0
t2—|—1 ) E( 7+OO)7
Tnteerél piejd J(z z)dt
ntegra rejde na _ .
gral pre] 241 202+1

Horsi priklad:

1 1
J Lo/t g,
v\ x—1
- zde je def. obor integrandu R—{0,1}. Chceme proto hledat primitivni funkci na
(—00,0)U(0,1)U(1,+00). Substituce

t*+1
xr=
t3—1
2
mé nenulovou derivaci ———— pro t € R—{0,1} a zobrazuje intervaly (—00,0), (0,1) a

(t*-1)
(1,400) na intervaly (—1,1), (—o0,—1) a (1,+00). Proto prvni ,rozpilime* a pouzijeme
substituci druhého druhu na intervalech (—oo,—1), (—1,0), (0,1) a (1,+00), pfi¢emz v
bodé —1 musime pak ve vysledku zespojitovat (pokud ndhodou nevyjde funkce spojita
— ona v tomto pfipadé ndhodou vyjde). Integral prejde na

1



6t3
J (t341)2

_J 21 2 1 121 5 1 2-1 1 "
B 3t+1 3(t+1)2 32—t+1 382—t+1 (2—t+1)2 (2—t+1)2)

Dalsi priklady:

1 1
——d ——d
J1+\/:E “ Jé/:EJrﬁ “

1
J w(14+2yz+ /)
Tezsi priklad:

J 5 [T+2
[y p—
r+4

b) R(x,/ax?+bx+c):

Uvazujme a#0, b,c libovolné konstanty.

1. Pokud a < 0 a kvadraticky trojélen ax®+br+c mé realné kofeny a < f3, je
defini¢ni obor integrandu podmnozinou («,3), takZe se snazime integrovat na né&jakém
podintervalu («,/3). Tam lze odmocnina upravit nasledovné:

Va2 +br+c=/a(z—a)(z—pB)=/—a(z—a)(f—1) = /—a(3—2)

takze postup je podobny jako v bodé a) viz vyse.

Nebo lze upravit vnitiek odmocniny na ¢tverec a vhodné uzit subsituce sin z resp.
cos z, integrand pak prejde na racionalni funkci v sin z a cos z.

Priklady:

Jx\/6+x—x2da¢

r—

/3— )

8

2
- integrujeme na (—2,3). Upravime na Ja:(3—x) gi a pouzijeme druhou substitucni
—x
metodu
3?2
=T T2 4eRH,
T e
150 400 250

integral ptejde na J(t2+1)2 — (t2+1)3+ (E+1)*

Priklad na druhy postup:
J\/ —x24-5x—4dx

- integrujeme na (1,4). Upravime



52 9 9 2r—5\2
i () 445
r°+bx T 5 —|—4 1 3 ,

substituujeme
1

kde t€(—1,1), a nasledné
t=sin z,
kde z€(—53,5).

2. Pokud a >0, mtizeme BUNO ptedpokladat, ze kvadraticky trojélen ma nenulovy
diskriminant tj. dva realné nebo dva imaginarni kofeny (jinak viz vyse); k vypoctu se
uziva Eulerova substituce, ktera se obvykle zapisuje ve tvaru

Var2+br+c=t—/ax,
neboli

t=+v/ax+vax?+br+c.

Pro¢ je tato substituce vyhodna: Jelikoz je funkce /ax++/ax?+bx+c diferencovatelnd
vsude, kde byla definovand odmocnina (kromé krajnich bod) - tj. kde ax?+bxr+c>0, a
jelikoz tam ma nenulovou derivaci

2ax+0b
at ——,
2var?+br+c
(kdyby byla nulova, byl by diskriminant nulovy), je vSude prostd, takze je prostéd i
funkce inverzni a ta ma také nenulovu derivaci a mtizeme primo pouzit druhou substitucéni
metodu a psat bez dlouhého ovérovani

t*—c
T=——,
2\/at+b
kde za def. obor bereme vhodnou podmnozinu oboru hodnot funkce v/ax++v/ax?+br+c

(tu zjistime podle def. oboru celého integrandu).
Priklad:

Jx\/ 2 +4x+5dx

- zde hledame prim. funkci na celém R. Eulerova substituce je
P45
C2(t42)2

protoze obor hodnot z++v/z24+4x+5 je (—2,400) (jak zjistime limicenim v £00), bereme
za interval do druhé substituéni metody interval (—2,+00). Integral prejde na

J<t3—3_ 11 1 1 >dt
8  t+2 8(t+2)2 2(t+2)3 8(t+2)4/)

Dalsi priklady:

1 1
—dux, J dz,
Jx+\/x2+x+1 14+vV1-2x—22
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pfipadné upozornéni na priklady, které lze vhodnéji pocitat jinak nez pomoci Eulerovych
substituci, napft.

x2+1dz, J\/xZ—ldx, Jx\/x2+1dx,

r

[ dx dx
N s Y =
Vaita+1 V3—x—a?

[ 2242

—dz.
JVx2+ax+1




